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集合の濃度
集合論は無限集合について様々な研究する分野で
ある．
特に無限集合の「要素の個数」に興味がある．

• 集合X ,Y について |X | ⩽ |Y | ⇐⇒ X からY
への単射がある．

• 集合X ,Y について |X | = |Y | ⇐⇒ X からY
への全単射がある．

集合X に対して本当に |X |という「モノ」(集合)
を定めることができて，その意味での上の同値も
成り立つ．
|X |のことをX の濃度という．集合の濃度として
表されるモノを基数という． 4 / 35



アレフ系列
• 基数たちは整列されている：基数のなす，空
でない任意の集合X についてその最小元
minX が存在する．

• Cantorの定理：任意の集合X について
|X | < |P(X )|.

そこで「番号」αについてα番目
の無限基数ℵαが定められる：

• ℵ0 = |N|.
• ℵα+1 = (ℵα)+ (つまりℵαの
一個次の基数).

• ℵγ = supα<γ ℵα (γは極限の
「番号」). 5 / 35



一般連続体仮説

すべての無限集合X について次が成り立つという
仮説を「一般連続体仮説」という：
|X |+ = |P(X )|. 一般連続体仮説は通常の集合論の
公理系ZFCから証明も反証もできない．
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基数の足し算・掛け算
基数の足し算・掛け算は次のように定義される：

• 互いに素な二つの集合X ,Y について
|X | + |Y | := |X ∪ Y |.

• 二つの集合X ,Y について
|X | · |Y | := |X × Y |.

実は次が成り立つ：無限集合X ,Y について

|X | + |Y | = |X | · |Y | = max{|X |, |Y |}.

⇝ 無限基数の足し算・掛け算はあまり興味深くは
ない．
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基数の指数関数

他方で，基数の指数関数は興味深い．
集合X , Y について

|Y ||X | := |{f : f はX からY への関数 }|.

[余談] なぜ興味深いか？強制法の観点から，基数の指数関
数にはほぼ証明できる性質がなさそうに見えるが，Silverの
定理や PCF理論などの証明できる非自明な性質もあるから．
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正則基数
集合X について，ある集合 I とX
の部分集合列 ⟨Xi : i ∈ I ⟩が存在し
て，|I | < |X |かつ |Xi | < |X |がす
べての i ∈ I で成り立ち，かつ∪

i∈I Xi = X を満たすとき，|X |
は特異基数であるという．
特異基数でない基数を正則基数という．

• ℵ0は正則基数 (有限集合の有限和は有限だ
から！)

• ℵ1は正則基数 (可算集合の可算和は可算だ
から！)

• 任意の基数κに対してκ+は正則基数
• ℵωは特異基数
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共終数

集合X について，次の条件を満たす集合 I の濃度
の最小を |X |の共終数といい，cf(|X |)と書く：X
の部分集合列 ⟨Xi : i ∈ I ⟩が存在して，|Xi | < |X |
がすべての i ∈ I で成り立ち，かつ∪

i∈I Xi = X を
満たす．

常に cf(|X |) ⩽ |X |であること，そして，
cf(|X |) = |X |は |X |が正則基数なことと同値であ
ることに注意．
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基数の<κ乗

基数λ, κに対して，

λ<κ = sup
µ<κ

λµ

と定める．
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基数の対数関数

あまり一般的ではない概念だが，基数の対数関数
を次で定める．

log κ = min{λ 基数 : 2λ ⩾ κ}.

(実数の通常の対数関数と違って，一般には
2log κ = κも log(2κ) = κも成立しないことに注意)．
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Engelking-Kar lowicz数の定義
µ, κをκ ⩽ µなる無限基数，λを 2以上の基数と
する．

ek(µ, λ, κ) = min{|F | : F はµからλへの (全域)関数の
集合で次の条件を満たす：
任意のµからλへの部分関数 gで
定義域の濃度がκ未満のものに対して，
ある f ∈ F があって，f は gの延長である }
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明らかな下界
常にλ ⩽ ek(µ, λ, κ)である．

∵ ek(µ, λ, κ)の条件を満たす関数の集合 F を取
る．このとき各α < λに対して
gα : {0} → λ; g(0) = αという関数を考える．F の
取り方から gαを延長する fα ∈ F が取れる．各 fα
は異なっていなければならない！よってλ ⩽ |F |.
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Engelking-Kar lowiczの定理

Engelking-Kar lowiczの定理
µ, κをκ ⩽ µなる無限基数，λを 2以上の基数とす
る．加えて，λ<κ = λかつµ ⩽ 2λを仮定する．こ
のとき ek(µ, λ, κ) = λである．

我々は，仮定「λ<κ = λかつµ ⩽ 2λ」を外したと
きに ekがどう振る舞うかを見たい！

[余談] この定理は組合せ論的な有用な補題として最近の論
文 “Cichoń’s maximum”でも使われている.
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Engelking-Kar lowicz数に関して発表者が示した
こと

定理 (G.)

• 常にλ<κ · log µ ⩽ ek(µ, λ, κ) ⩽ (λ · log µ)<κ.

• あるµ, λ, κについてλ<κ · log µ ̸= ek(µ, λ, κ)
となることが無矛盾．

• 特異基数仮説を仮定すると，常に
ek(µ, λ, κ) = (λ · log µ)<κ.

疑問
特異基数仮説を仮定しなくても，常に
ek(µ, λ, κ) = (λ · log µ)<κか？
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余談：ek((2ℵ0)+, 2,ℵ0)

[余談] Engelking-Kar lowiczの定理の仮定が成り立っていない
例として，ek((2ℵ0)+, 2,ℵ0)が考えられる．これは上記定理
(G.)の第一項目から log((2ℵ0)+)だと分かる．
研究の当初，ℵ1 ⩽ ek((2ℵ0)+, 2,ℵ0) ⩽ 2ℵ0が分かっていて，
log((2ℵ0)+)と等しいことは分かっていなかった．だから発
表者は当初「基数不変量チャンスなのでは？」と思って
いた．
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命題A (1/2)

命題A log µ ⩽ ek(µ, λ, κ).

• ν < log µとなる基数 νを任意にとる．
• このとき ν < ek(µ, λ, κ)を示せば良い．
• log µ ⩽ λなら証明は終わるので，λ < log µ
を仮定してよい．

• µからλへの関数の集合 F で濃度 νのものを
任意にとる．F の元で覆えない部分関数を作
ればよい．

• F = {fα : α < ν}と並べる．ここに
fα : µ → λ.

• 各 β < µについて hβ : ν → λを hβ(α) = fα(β)
と定める．
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命題A (2/2)

命題A log µ ⩽ ek(µ, λ, κ).

• λ, ν < log µなので，logの定義より 2λ, 2ν < µ
に注意．

• よってλν ⩽ 2λ·ν < µである．
• したがって鳩の巣原理により，互いに異なる
β, β′ < µがあって，hβ = hβ′である．

• g : {β, β′} → λを g(β) = 0, g(β′) = 1と定
める．

• gはどの f ∈ F によっても延長されない．
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命題B (1/2)

命題B λ<κ ⩽ ek(µ, λ, κ).

• κ = ℵ0でλが無限のとき，λ<ℵ0 = λなので命
題は明らか．

• κ = ℵ0でλが有限のとき，λ<ℵ0 = ℵ0であり，
右辺 ek(µ, λ, κ)は明らかに無限なので良い．

• 次にκが後続基数の場合を示す．κ = θ+とす
る．F ⊆ µλが濃度λ<κ未満であるとする．
すると

|{f ↾ θ : f ∈ F}| ⩽ |F | < λ<κ = λθ.

したがって，g : θ → λが存在して，gはどの
f ↾ θ (f ∈ F )とも異なる．よって，F は
ek(µ, λ, κ)のwitnessではない． 22 / 35



命題B (2/2)

命題B λ<κ ⩽ ek(µ, λ, κ).

• 最後にκが極限基数の場合を示す．この場
合は

λ<κ = sup{λθ : θ < κ}
⩽ sup{ek(µ, λ, θ+) : θ < κ}
⩽ ek(µ, λ, κ)

となるので，成り立つ．

以上より，定理の下界を示せた．
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命題C (1/3)

命題C ek(µ, λ, κ) ⩽ (λ · log µ)<κ.

この証明はEngelking-Kar lowiczの定理の証明の一
般化であり，その定理の ShelahとRinotによる改
良をもとにしている．

• θ = log µとおく．
• 集合W を次で定義：
W = {(a,A, h) :a ⊆ θ, |a| < κ,

A ⊆ P(a), |A| < κ, h : A → λ}

• |W | = (λ · log µ)<κである．
• µ ⩽ 2θより列 ⟨Bα : α < µ⟩で θの互いに異な
る部分集合からなるものがとれる．
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命題C (2/3)

命題C ek(µ, λ, κ) ⩽ (λ · log µ)<κ.

• W の元を ⟨(ai ,Ai , hi) : i < |W |⟩と並べる．
• i < |W |について fi : µ → λを

fi(α) =

{
hi(ai ∩ Bα) (if ai ∩ Bα ∈ Ai)

0 (otherwise)

と定める．
• F = {fi : i < |W |}が ek(µ, λ, κ)のwitnessと
なることを示そう．
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命題C (3/3)

命題C ek(µ, λ, κ) ⩽ (λ · log µ)<κ.

• g : µ ⇀ λを定義域の濃度がκ未満の部分関
数としてX をその定義域とする．

• 各α ̸= β in X について x(α, β) ∈ Bα△Bβを
とる．

• a := {x(α, β) : α, β ∈ X , α ̸= β}とおく．
• A := {a ∩ Bα : α ∈ X}とおく．
• h : A → λを h(a ∩ Bα) = g(α)で定義 (α ̸= β
ならば a ∩ Bα ̸= a ∩ Bαに注意！)．

• (a,A, h) ∈ W なので，i < |W |があり，
(a,A, h) = (ai ,Ai , hi)となる．

• このとき fiは gの延長．
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命題D

命題D cf(ek(µ, λ, θ+)) > θ.

証明は省略！
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命題E

命題E あるµ, λ, κについて
λ<κ · log µ ̸= ek(µ, λ, κ)となることが無矛盾．

• 一般連続体仮説のもとで
µ = ℵω, λ = 2, κ = ℵ1を考える．

• このときλ<κ · log µはℵωである．
• ℵωの共終数はωだが，他方で，命題Dより，
ek(µ, λ, κ)の共終数はωより真に大きい．

• よってλ<κ · log µ ̸= ek(µ, λ, κ)．
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命題F (1/2)

命題 F 特異基数仮説を仮定すると，常に
ek(µ, λ, θ+) = (λ · log µ)θ.

• 特異基数仮説の仮定のもとで，次の基数冪の
公式が成立することを思い出す：無限基数
α, βに対して，

αβ =


α (if 2β < α and β < cf(α))

α+ (if 2β < α and β ⩾ cf(α))

2β (if 2β ⩾ α)

• α = ek(µ, λ, θ+), β = θで公式を適用して
みる．
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命題F (2/2)

命題 F 特異基数仮説を仮定すると，常に
ek(µ, λ, θ+) = (λ · log µ)θ.

• すでに示したことより 2β ⩽ αかつ β < cf(α)
である．よって公式の 1つ目のケースか 3つ
目のケースが当てはまるが，どちらにせよ，
αβ = α.

• よって，ek(µ, λ, θ+)θ = ek(µ, λ, θ+).
• ところで，すでに示した ekの下界
λθ · log µ ⩽ ek(µ, λ, θ+)がある．

• この両辺を θ乗すると，
(λ · log µ)θ ⩽ ek(µ, λ, θ+)θ = ek(µ, λ, θ+)とな
る．
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命題G

命題G すべての後続基数κで
ek(µ, λ, κ) = (λ · log µ)<κが成り立っていれば，す
べての無限基数κでも同じ等式が成り立つ．

• κを極限基数とする．このとき
(λ · log µ)<κ = sup

θ<κ
(λ · log µ)θ

= sup
θ<κ

ek(µ, λ, θ+)

⩽ ek(µ, λ, κ)

となるのでよい．最後は ekの単調性を使っ
た．
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定理の証明

定理 特異基数仮説を仮定すると，常に
ek(µ, λ, κ) = (λ · log µ)<κ.

• 命題 F, Gより従う．　
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まとめ

定理 (G.) (再掲)

• 常にλ<κ · log µ ⩽ ek(µ, λ, κ) ⩽ (λ · log µ)<κ.

• あるµ, λ, κについてλ<κ · log µ ̸= ek(µ, λ, κ)
となることが無矛盾．

• 特異基数仮説を仮定すると，常に
ek(µ, λ, κ) = (λ · log µ)<κ.

疑問 (再掲)

特異基数仮説を仮定しなくても，常に
ek(µ, λ, κ) = (λ · log µ)<κか？
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今後の展望

特異基数仮説が破れているモデルの代表例であ
る，Prikryモデルで上記等式がどうなってい
るか？
もし破れていれば面白いなあと思っている．
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