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集合論
集合論は無限集合，特にその濃
度について様々な考察をする分
野である．

可算濃度をℵ0とし，連続体濃度
を cと書く． 可算濃度の一個次
の基数をℵ1と書く．

ℵ0 < cはZFCの定理 (Cantor)
だが，cがℵ1かどうかであるか
はZFCで決定できない (Gödel,
Cohen)．
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基数不変量

連続体の基数不変量は実数の構
造から定まる基数である．それ
らは典型的にはℵ1以上 c以下の
値を取る．それらの多くはℵ1と
等しいことも cと等しいことも
ZFCでは証明できないもので
ある．
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無限ゲーム

ターン数が無限 (ω)の 2人が対戦するゲーム (無限ゲーム)は，
集合論において非常に重要．

特に，決定公理は無限ゲームに関する重要な公理だが，選択公理
と互いに排反である．今回は特に決定公理のことは考えず，普
段どおり選択公理を仮定する．

本研究は基数不変量をゲーム理論的に修正して得られるものを
調べることにより，基数不変量とゲーム理論の二つの分野を接続
する．
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splitting numberの定義

自然数の無限集合A,BについてAがBを
分割するとは，

|B ∩ A| = |B ∖ A| = ℵ0

を満たすこと．自然数の無限集合の集合Sについて
• Sが splitting family

: ⇐⇒ (∀B ∈ [ω]ω)(∃A ∈ S)(AがBを分割する)

次の sを splitting numberという：
• s := min{|S| : Sは splitting family}
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sと基数不変量
sは連続体の基数不変量の典型例である．

ℵ1
s

r

add(N )
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non(M)
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c
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splitting game
集合A ⊆ P(ω)を固定．次のゲームをAに関す
る splitting gameと呼ぶ:

プレイヤー I n0 n1 . . .
プレイヤー II i0 i1 . . .

n0 < n1 < n2 < · · · < nk < . . . は単調増大な自然
数列で，i0, i1, . . . , ik , . . . は {0, 1}の元の列. プレ
イヤー IIが勝つ⇔ プレイヤー IIが 0と 1をそれ
ぞれ無限回プレイしていて，かつあるA ∈ Aが
存在して，

{nk : k ∈ ω} ∩ A = {nk : k ∈ ω and ik = 1}.
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splitting gameに関する基数不変量の定義
定義

sIgame = min{|A| : A ⊆ P(ω),

プレイヤー IがAに関する splitting gameで
必勝戦略を持たない }

sIIgame = min{|A| : A ⊆ P(ω),

プレイヤー IIがAに関する splitting gameで
必勝戦略を持つ }
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splitting gameに関する定理
次はかんたんにわかる．
命題
s ≤ sIgame ≤ sIIgame ≤ c.

次は議論が必要．
定理
sIgame = sσかつ sIIgame = c.

(sσの定義は次のページ)
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σ-splitting numberの定義
自然数の無限集合Aと f : ω → [ω]ωについてAが f を σ-分割す
るとは，

任意の nに対してAが f (n)を分割する
ということ．自然数の無限集合の集合Sについて

• Sが σ-splitting family
: ⇐⇒ (∀f : ω → [ω]ω)(∃A ∈ S)(Aが f を σ分割する)

次の sσを σ-splitting numberという：
• sσ := min{|S| : Sは σ-splitting family}

sと sσがZFCで等しいことが示せるかどうかは長年の未解決
問題！
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splitting* game

集合A ⊆ P(ω)を固定．次のゲームをAに関する splitting*
gameと呼ぶ:

プレイヤー I i0 i1 . . .
プレイヤー II j0 j1 . . .

i0, i1, . . . , ik , . . . と j0, j1, . . . , jk , . . . はどちらも {0, 1}の元の列. プ
レイヤー IIが勝つのはプレイヤー Iが有限回しか 1を言わなかっ
たとき，または，

{k ∈ ω : jk = 1}は A の元でかつ {k ∈ ω : ik = 1} を分割する

となるとき．
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splitting* gameに関する基数不変量の定義
定義

sIgame∗ = min{|A| : A ⊆ P(ω),

プレイヤー IがAに関する splitting* gameで
必勝戦略を持たない }

sIIgame∗ = min{|A| : A ⊆ P(ω),

プレイヤー IIがAに関する splitting* gameで
必勝戦略を持つ }
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splitting* gameについての考察

splitting* gameはプレイヤー IIにとって splitting gameより難し
いゲーム．
したがって，sIgame ≤ sIgame∗かつ sIIgame ≤ sIIgame∗．つまり，
sσ ≤ sIgame∗かつ sIIgame∗ = c．

13 / 16



splitting* gameについての定理

定理
命題 s < sIgame∗はZFCから相対的に無矛盾．

定理
sIgame∗ ≤ non(M), d, non(N ).
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sIgameを追加した図式

ℵ1
sIgame = sσ sIgame∗s
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