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測度0集合の和集合

(Y , µ)をポーランド確率空間とする．測度の可算加法性よ
り，測度 0集合の可算個の和集合は再び測度 0である．

Q. 連続体濃度個の測度 0集合の和集合だとどうか？
A. 必ずしも測度 0ではない (たとえば：一点集合たちの和
集合).

Q. 与えれた測度 0集合たちに何か仮定を加えたらどうか？
A. それをすると，連続体濃度個の測度 0集合の和集合も測
度 0となる！
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Goldsternの定理

(full domination order) x , x ′ ∈ ωωについて関係 x ≤ x ′を
(∀n ∈ ω)(x(n) ≤ x ′(n))で定める．
1993年，Martin Goldsternは次の定理を証明した．
Goldsternの定理 (ZF+DC)

(Y , µ)をポーランド確率空間とする．A ⊆ ωω × Y をΣ1
1集

合とする．各 x ∈ ωωについて

Ax := {y ∈ Y : (x , y) ∈ A}

が測度 0だと仮定する．また
(∀x , x ′ ∈ ωω)(x ≤ x ′ ⇒ Ax ⊆ Ax ′)を仮定する．このとき∪

x∈ωω Ax も測度 0である．
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原理GP(Γ)

定義
Γをポイントクラスとする．このとき GP(Γ)とは次の主張
である: (Y , µ)をポーランド確率空間とし A ⊆ ωω × Y は Γ
に属するとする．各 x ∈ ωωについて Ax は測度 0だとする.
また (∀x , x ′ ∈ ωω)(x ≤ x ′ ⇒ Ax ⊆ Ax ′)だとする．すると∪

x∈ωω Ax も測度 0である．
Goldsternの定理は GP(Σ1

1)が成り立つことを主張している．
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主結果

記号 “all”はポーランド空間のすべての部分集合のなすクラ
スを表す．
定理
GP(all)は ZFCから独立している．
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¬GP(all)の無矛盾性

定理
CHを仮定すると ¬GP(all)が導か
れる．
証明．⟨xα : α < ω1⟩を (ωω, <∗)の
共終単調増加列とする．
⟨yα : α < ω1⟩を 2ωの元の枚挙とす
る．すると次で定まる集合 Aは
¬GP(all)の証拠である:

Ax = {yβ : β < αx},

ここで αx = min{α : x <∗ xα}.
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¬GP(all)の無矛盾性

最後の証明を改良すると次の定理も得られる．
定理
次の 3つの条件のうち少なくとも 1つが成立すると仮定
する．

add(N ) = b, non(N ) = b or non(N ) = d.
すると ¬GP(all)が成り立つ．

add(N ) := min{κ : the null ideal is not κ-additive}

non(N ) := min{|A| : A ⊆ 2ω ,A does not have measure 0}

b := min{|F | : F ⊆ ωω ,¬(∃g ∈ ωω)(∀f ∈ F ) f <∗ g}

d := min{|F | : F ⊆ ωω , (∀g ∈ ωω)(∃f ∈ F ) g <∗ f }
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¬GP(all)の無矛盾性
次の 3つの条件のうち少なくとも 1つが成立すると仮定す
る: add(N ) = b, non(N ) = b or non(N ) = d. すると
¬GP(all)が成り立つ．
add(N ) := min{κ : the null ideal is not κ-additive}

non(N ) := min{|A| : A ⊆ 2ω ,A does not have measure 0}

b := min{|F | : F ⊆ ωω ,¬(∃g ∈ ωω)(∀f ∈ F ) f <∗ g}

d := min{|F | : F ⊆ ωω , (∀g ∈ ωω)(∃f ∈ F ) g <∗ f }
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V = Lは¬GP(∆1
2)を含意する

最後の定理の証明を別の方法で改良すると，次の定理も得
られる．
定理
V = Lは ¬GP(∆1

2)を導く．
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GP(all)の無矛盾性
定理
ZFCが無矛盾ならば ZFC+ GP(all)も無矛盾である．
実際，“Laverモデル”が GP(all)のモデルである．

equal to ℵ1 in the Laver model

equal to ℵ2 in the Laver model
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Σ1
2正則性との関係

定理
Σ1

2 Lebesuge可測性は GP(Σ1
2)を導く．さらに GP(∆1

2)は任
意の実数 aに対して L[a]上の dominating実数があることを
導く．

Σ1
2-LM Σ1

2-BP
(∀a ∈ R)(∃z ∈ ωω)

(z is a dominating real over L[a])

GP(Σ1
2) GP(∆1

2)
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決定性とSolovayモデル

定理
ZF+ ADを仮定すると GP(all)が成り立つ．

定理
Solovayモデルにおいて GP(all)が成り立つ.
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まとめ

• Goldsternは GP(Σ1
1)を証明した．

• 我々は次を証明した:

1 GP(all)が ZFCから独立している．
2 V = Lが ¬GP(∆1

2)を導く．
3 ZF+ADが GP(all)を導く．
4 Solovayモデルで GP(all)が成り立つ．
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未解決問題

1 V = Lは ¬GP(Π1
1)を導くか？

2 ZFC+ (c > ℵ2) + GP(all)は無矛盾か？
3 (到達不能基数を仮定して)ZFのモデルで実数の任意の
集合が Lebesgue可測だが，GP(all)を満たさないものは
あるか？

4 ある n ≥ 2 (または全ての n ≥ 2)について，GP(Σ1
n+1)

とGP(Σ1
n)を分離することは，巨大基数を使わずにでき

るか？
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