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実数の集合論とは

実数直線という難しい構造を集合論的視点から解き明かす．

その中にも「基数不変量」的，「記述集合論」的視点がある．

重要な 3概念：数列の支配関係，Lebesgue測度，Baireの類．

数列の支配関係は，x , y ∈ ωωについて

x ⩽∗ y ⇐⇒ 有限個を除いたすべての nで x(n) ⩽ y(n)

で定められる．
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Goldsternの定理
1993年，Martin Goldsternは次の定理を証明した．

Photo of Martin
Goldstern by Andrés
Villaveces; CC BY-SA

4.0

Goldsternの定理
⟨Ax : x ∈ ωω⟩をωωの元で添字付けられたR
の Lebesgue測度 0な部分集合の族とする．
単調性条件 (∀x , x ′ ∈ ωω)(x ⩽∗ x ′ ⇒ Ax ⊆ Ax ′)
を仮定する．
また，{(x , y) ∈ ωω × R : y ∈ Ax}がΣ1

1集合
であると仮定する．
このとき⋃

x∈ωω Axも Lebesgue測度 0である．
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Goldsternの定理の一般化

Goldsternの定理

ポイントクラスを
一般化する

Lebesgue測度 0を
別の概念に変える

ωωを別の
半順序に変える
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原理GP(Γ)

定義
Γをポイントクラスとする．このときGP(Γ)とは次の主張であ
る: ⟨Ax : x ∈ ωω⟩をωωの元で添字付けられたRの Lebesgue測度
0な部分集合の族とする．(∀x , x ′ ∈ ωω)(x ⩽∗ x ′ ⇒ Ax ⊆ Ax ′)を仮
定する．また，{(x , y) ∈ ωω ×R : y ∈ Ax}がΓ に属すると仮定す
る．このとき⋃

x∈ωω Axも測度 0である．
Goldsternの定理はGP(Σ1

1)が成り立つことを主張している．
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主定理
記号 “all”は空間のすべての部分集合のなすポイントクラスを
表す．
定理A (G.) GP(all)はZFCから独立．

定理B (G.) GP(Π1
1)は正しい．

定理A：他の正則性条件と同じように選択公理を使って無理やり
にZFCでGP(all)の反例を構成できるかと予想していたが，実際
にはそうでないところが面白い．
定理B：GP(∆1

2)は証明できないので，これおよびGP(Σ1
1)が最

適な結果である．
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一様分布

ほぼすべての無限ビット列においてそこに 0の出てくる割合は
1/2に漸近していく：

(∀̃x ∈ 2ω) lim
n→∞

|{i ∈ n : x(i) = 0}|
n

=
1

2
.

ここに (∀̃x ∈ 2ω)は「Lebesgue測度の意味のほぼ全ての xについ
て」の意味．
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一様分布

1より大きい長さ kの有限ビット列でも自然にこのことは一般化
され，

(∀k ∈ ω)(∀̃x ∈ 2ω)

lim
n→∞

max
w∈{0,1}k

∣∣∣∣ |{i ∈ n : ⟨x(i), . . . , x(i + k − 1)⟩ = w}|
n

− 1

2k

∣∣∣∣ = 0.
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一様分布
dk(x , n) = maxw∈{0,1}k

∣∣∣ |{i∈n:⟨x(i),...,x(i+k−1)⟩=w}|
n − 1

2k

∣∣∣とおく．
f ∈ ωωとする．xが f について一様分布であるという概念を

lim
n→∞

2f (n)df (n)(x , n) = 0.

で定める．任意の k ∈ ωについて xが定数関数 kに関して一様分
布なことは xが正規数なことを含意する．f の増大度はどこまで
高められるか？
定理 (Flajolet-Kirschenhofer-Tichy, Grill) f について次は同値．

• ほぼ全ての xは f -一様分布．
• (条件 2) limn→∞⌊log2(n)− log2(log2(n))− f (n)⌋ = ∞.
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一様分布
では、次の集合

R := {x ∈ 2ω :条件 2を満たす全ての f で xは f -一様分布 }

の測度はどうなるか？
個々の条件 2を満たす f についてRf := {x : xは f -一様分布 }は
測度 1だがRはこれらRf たちの (連続体濃度個の)共通部分を
取っているので，この測度が何になるかは非自明．
定理 (Goldstern) Rの測度は 1.

この定理はGP(Borel)を使うことで証明された．
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問題および疑問

演習問題 f (n) > log2 nならRf = ∅を示せ．

疑問 Rの具体的な元はあるか．
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splitting numberの定義

自然数の無限集合A,BについてAがBを分割するとは，

|B ∩ A| = |B ∖ A| = ℵ0

を満たすこと．自然数の無限集合の集合Sについて
• Sが splitting family

:⇐⇒ (∀B ∈ [ω]ω)(∃A ∈ S)(AがBを分割する)

次の sを splitting numberという：
• s := min{|S| : Sは splitting family}
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splitting* game

集合A ⊆ P(ω)を固定．次のゲームをAに関する splitting*
gameと呼ぶ:

プレイヤー I i0 i1 . . .
プレイヤー II j0 j1 . . .

⟨i0, i1, . . . , ik , . . . ⟩と ⟨j0, j1, . . . , jk , . . . ⟩はどちらも {0, 1}の元の列.
プレイヤー IIが勝つのはプレイヤー Iが有限回しか 1を言わな
かったとき，または，

{k ∈ ω : jk = 1}は A の元でかつ {k ∈ ω : ik = 1} を分割する

となるとき．
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splitting* gameに関する基数不変量の定義

定義
sIgame∗ = min{|A| : A ⊆ P(ω),

プレイヤー IがAに関する splitting* gameで
必勝戦略を持たない }

s ⩽ sIgame∗はすぐにわかる．
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sIgame∗の上界

定理 (Cruz Chapital–G.–林–山添)

sIgame∗ ⩽ non(N ).

ここで

non(N ) := min{|A| : A ⊆ 2ω,Aは Lebesgue測度 0ではない集合}.
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sIgame∗ ⩽ non(N )の証明

方針. プレイヤー Iの戦略 σを固定したとき次の集合が測度 0で
あればよい:

{x ∈ 2ω :戦略 σはプレイ xに splitting* gameで勝つ }

この集合の測度を区間分割ごとの集合の和集合に分けて
Goldsternの定理を使って計算する．区間分割ごとの集合の測度
の計算は有限集合の数え上げに帰着され，解くことができる．
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sIgame∗ ⩽ non(N )の証明

IPをωの区間への分割全部の集合とする．Ī , J̄ ∈ IPについて

Ī ⩽∗ J̄ :⇔有限個を除いて全てのmについてある nがあり In ⊆ Jm.

と定める．Goldsternの定理の IPを使って言い換えられる．
定理 A ⊆ IP× 2ωをΣ1

1集合とする．セクションAĪはどの Ī ∈ IP
についても測度 0とする．任意の Ī , J̄ ∈ IPについて，Ī ⩽∗ J̄なら
ばAĪ ⊆ AJ̄とする．このとき

⋃
Ī∈IP AĪ も測度 0.
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sIgame∗ ⩽ non(N )の証明

補題 a < b < ωとする．Ī = ⟨In : a ⩽ n < b⟩を連続したω内の区
間の列とする．M := max Ib−1 + 1とおく．σ : {0, 1}<M → 2，
e ∈ 2とする．次の集合
B Ī
e(σ) = {x ∈ {0, 1}M :(∀n ∈ [a, b))[(∃k ∈ In)(σ(x ↾ k) = 1), and

(∀k ∈ In)(σ(x ↾ k) = 1 → x(k) = e)]}.

について |B Ī
e(σ)|
2M

⩽ 1

2b−a
を得る．

「プレイヤー Iの戦略 σがプレイ x に勝つ ⇐⇒ プレイヤー Iは無限回 1を言
い，プレイヤー Iは x−1({1})のほとんど部分集合または x−1({0})のほとんど
部分集合を言う」に注意すれば，自然な集合を考えていることがわかる．
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sIgame∗ ⩽ non(N )の証明

A ⊆ P(ω)を測度 0でない集合で濃度 non(N )のものとする．プ
レイヤー IがAに関する splitting* gameで必勝戦略を持たないこ
とを示せばよい．プレイヤー Iの戦略 σ : 2<ω → 2を固定する．
Ī ∈ IPと e ∈ 2について

C Ī
e =

⋃
a∈ω

⋂
b>a

{x ∈ 2ω : x ↾ (min Ib) ∈ B Ī ↾[a,b)
e (σ)}.

とおくと補題より集合C Ī
e は測度 0である．
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sIgame∗ ⩽ non(N )の証明
次の包含を得る．

{x ∈ 2ω :戦略 σはプレイ xに勝つ }
⊆

⋃
Ī∈IP

C Ī
0 ∪

⋃
Ī∈IP

C Ī
1 .

e ∈ 2ごとに，Ī ⩽∗ J̄ならばC Ī
e ⊆ C J̄

e であり，また集合
{(Ī , x) : x ∈ C Ī

e}はBorel．そこでGoldsternの定理より⋃
Ī∈IP C

Ī
e

は測度 0．
よって x ∈ Aが取れてこの集合を避ける．これは σがAに関す
る splitting* gameの必勝戦略でないことを意味する．
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まとめと疑問

Goldsternの原理という数列の増大度と Lebesgue測度の両方に関
係する原理を紹介した．

今回見た応用ではどちらもGP(Borel)で十分だった．GP(Σ1
1)や

GP(Π1
1)が真に効く応用例は何か無いだろうか．
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